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Resumen. En este articulo comunicamos parte del analisis que realizamos a partir de
una investigacion que recorre el disefio y estudios a priori, la puesta en un aula
universitaria y el registro de clases de una secuencia de problemas de geometria para
trabajar con GeoGebra. En un trabajo previo comunicamos algunos puntos de partida
respecto de como concebimos esta experiencia, caracterizamos los problemas de la
secuencia y su puesta en el aula. En este trabajo analizamos las potencialidades de uno
de los problemas de la secuencia e iniciamos el estudio de las argumentaciones que
produce un grupo de estudiantes de nivel universitario durante el proceso de resolucion
del problema estudiado. Finalmente, en el ultimo apartado planteamos algunos de los
resultados de este trayecto de investigacion.
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Algunos puntos de partida

En este trabajo comunicamos parte del andlisis de una investigacion que recorre el
disefio y estudios a priori, la puesta en un aula universitaria y el registro de las escenas
de clase de una secuencia de problemas de geometria para trabajar con GeoGebra.
Construimos y analizamos la secuencia de problemas, la llevamos a un aula de nivel
universitario en el contexto de la materia “Geometria con regla y compas” del segundo
afio de la carrera de Profesorado en Matematica. Comunicamos méas detalles
metodoldgicos en una comunicacion anterior (Natale y Papini, 2019).

Desde un punto de vista tedrico concebimos la clase como una comunidad que produce
conocimientos matematicos, a partir de la interaccion de los alumnos con problemas que
los enfrentan a rupturas respecto de los conocimientos que tienen en un cierto momento.
Este trabajo matematico de los alumnos no solo se realiza a nivel personal o individual,
en la confrontacion de cada alumno con una problematica que ofrece resistencias, sino
también a nivel colectivo donde el grupo comparte preguntas, explica y discute
procedimientos, argumenta en favor de su validez, acuerda y negocia significados con
sus pares y con el docente (Brousseau, 2007; Sadovsky, 2005).

En este caso, estudiamos situaciones de ensefianza de geometria desde una perspectiva
que se propone generar condiciones para que los estudiantes produzcan conocimientos
geomeétricos superando aspectos perceptivos de las representaciones de los objetos,
realizando inferencias y explicitando relaciones que se apoyan en los datos y las
propiedades (Itzcovich, 2005). Consideramos “problemas geométricos” que favorezcan
la exploracion y produccion de conjeturas, la puesta en juego de propiedades
geomeétricas en las resoluciones, la diferenciacion entre la representacion y el objeto
representado, la construccion de argumentos que se ocupen de la validez de las
respuestas. Desde esta perspectiva también consideramos fértil el planteo de Itzcovich y
Murla (2016) que detectan una “especie de situacion paradodjica” interesante para
pensar las clases de geometria: si bien el trabajo geométrico conceptual debe superar la
percepcién al mismo tiempo debe apoyarse fuertemente en las representaciones que
requieren de la percepcion.

Las ideas de Artigue (2007) nos permiten pensar el rol de las tecnologias digitales en los
procesos de aprendizaje, nos resulta fructifero mirar estos procesos como génesis
instrumentales, transformaciones de los objetos tecnoldgicos (para un individuo,
colectivo o institucién) de artefactos a instrumentos. Las herramientas de la actividad

matematica “...modelan los procesos de aprendizaje, sus formas, pero también los
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conocimientos y saberes que ellas producen...”, tienen una funcidon pragmatica y
epistémica (Artigue, 2007, p. 5). Propone, entonces, buscar un equilibrio entre los
valores pragmatico y epistémico de las técnicas instrumentadas para convertir las
tecnologias en legitimas y, en particular, matematicamente Gtiles para la educacion.

Las situaciones de ensefianza mediadas por el uso de programas dinamicos de
matematica les permiten a los estudiantes explorar, investigar, conjeturar, y quizas dar
inicio a procesos de validacion. Arcavi (2003) distingue algunas caracteristicas que se
potencian por el uso de este tipo de programas: la visualizacion, la experimentacion o
exploracion, la sorpresa, la retroalimentacion y la necesidad de pruebas. El autor define,
de una manera mas compleja que la habitual, la nocion de “visualizacién” como “... la
habilidad de representar, transformar, generar, comunicar, documentar, y reflejar
una informaciéon visual” (p.l), involucrando otras habilidades ademds de las
perceptivas. En relacion con este sentido, los programas dinamicos no solo permiten
realizar construcciones que cumplan determinadas caracteristicas y/o modelen
movimientos de objetos, sino que permiten realizar transformaciones en tiempo real de
estas producciones potenciando posibles visualizaciones diversas. También le permiten
al estudiante realizar exploraciones, buscar invariantes y analizar particularidades de los
casos extremos 0 poco tipicos. La informacion obtenida de estas exploraciones puede
ser la fuente para enunciar conjeturas y posibles generalizaciones (Arcavi, 2003).

Para estudiar los argumentos de los estudiantes en el proceso de resolucion de
problemas nos resultan fértiles las nociones de pruebas pragmaticas y pruebas
intelectuales que propone Balacheff (2000, p. 22). El autor define las pruebas
pragmaticas como aquellas que recurren a la accién o a la ostensién, mientras que las
intelectuales se separan de la accion apoyandose en formulaciones de las propiedades
puestas en juego y de sus relaciones. También aporta a esta distincion las caracteristicas
del uso del lenguaje que se hace en cada caso, mientras las primeras se expresan en un
lenguaje de familiaridad (sobre casos particulares, con detalles de interés practico o
anecdaticos, usando nombres propios de personas o de lugares, omitiendo detalles por la
cercania de las personas), las pruebas intelectuales exigen un cambio de posicién,
alejarse de la accion y de la solucion efectiva del problema, para hacer conscientes los
conocimientos involucrados como objetos de reflexion, de discurso y de debate. Y, mas
aun, para la elaboracion de pruebas formales y demostraciones, “el lenguaje debe
convertirse en una herramienta para el calculo lI6gico y no solamente un medio de

comunicacion” (Balacheff, 2000, p. 23). Esta transformacion del lenguaje exige

Sitio web: http://jornadasceyn.fahce.unlp.edu.ar
Ensenada, 6, 7 y 8 de septiembre de 2023 — ISSN 2250-8473


http://jornadasceyn.fahce.unlp.edu.ar/

Actas VI Jornadas de Ensefianza e Investigacién Educativa en el campo de las Ciencias Exactas y Naturales
Facultad de Humanidades y Ciencias de la Educacion. Universidad Nacional de La Plata

procesos de descontextualizacion para acceder a categorias de objetos, de
despersonalizacion para separarse del actor, de destemporalizacién para independizarse
de tiempos anecddticos. La transicidbn de pruebas pragmaticas hacia pruebas
intelectuales, se apoya entonces en tres “polos” segun el autor: el de los conocimientos,
el linglistico o de la formulacion y el de la validacion relacionado con la racionalidad
que sustenta las pruebas (Balacheff, 2000, pp. 23-24).

En los apartados que siguen analizamos las potencialidades del problema que
estudiamos teniendo en cuenta las oportunidades de modelizacion que ofrece, la
dificultad productiva de la tarea de caracterizar un lugar geométrico y algunos de los

procesos de validacion que favorece.

Las potencialidades del problema que estudiamos

En este apartado nos ocupamos de resaltar las potencialidades del siguiente problema
para favorecer la produccion de conocimientos matematicos y sobre el software
GeoGebra: “Dado un cuadrado de lado 1, caracterizar el lugar geométrico que
describe un lado del cuadrado cuando gira alrededor del centro del cuadrado”. El
problema propuso a los estudiantes de esta clase dos tareas que resultaron
problematicas: por un lado “observar” el giro del lado de un cuadrado y por otro,
caracterizar el lugar geométrico que describe ese movimiento. Estas tareas plantearon
incertidumbres, preguntas e intercambios entre estudiantes, idas y vueltas en las
construcciones que posibilitaron la produccion de nuevos conocimientos en el camino
de la resolucidon. Describimos un ejemplo de estos recorridos de los estudiantes en una
comunicacion anterior (Natale y Papini, 2019). En los siguientes apartados analizamos
estas dos tareas con mas detalle: modelizar el problema para resolverlo y caracterizar el

lugar geométrico que involucra la resolucion.

Modelizacion del problema

Al enfrentarse con el problema, los estudiantes buscaron maneras de representarlo o,
mas precisamente, de construir un modelo de un cuadrado de lado 1 que gire para
“visualizar” (en el sentido de Arcavi, 2007) la region que describe uno de sus lados.

En particular, un grupo de estudiantes empieza por representar un bosquejo de un
cuadrado en papel y dicen, “me imagino que cada vértice determina una misma
circunferencia al rotar, pero jqué hace el lado?”’. Podemos identificar, en este primer
paso, que disponen de algunos conocimientos geométricos y de una estrategia de

representacion en lapiz y papel para empezar a abordar el problema. La pregunta ¢qué
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hace el lado? motoriza una etapa de basqueda, en la que utilizar GeoGebra tiene sentido
(un uso “legitimo” en términos de Artigue, 2007). El dinamismo de este programa les
permite nuevas exploraciones y nuevos conocimientos si asumimos el valor epistémico
de los instrumentos.

Si bien los alumnos conocian el software y lo habian utilizado en distintos contextos
(por ejemplo para realizar construcciones geométricas simples, explorar algun applet,
realizar una representacion dinamica para verificar alguna propiedad), la construccién
de recursos animados o que muestren movimientos de objetos les resultd compleja:
requiere en primer lugar “comunicar al programa” que rote un lado del cuadrado
(indicar al programa que haga no es lo mismo que hacerlo, “hacer hacer al programa”
en términos de Laborde, 1998) y esta tarea resultd problematica y productiva para estos
estudiantes.

Durante el analisis a priori del problema, anticipamos dos caminos de construccion
posibles para modelar la rotacién del cuadrado. Si bien en ambos protocolos
reconocemos conocimientos de geometria y de GeoGebra que se articulan, podemos
identificar que en cada uno hay un protagonismo diferente de unos conocimientos
respecto de los otros. En los parrafos que siguen intentamos mostrar algunos aspectos de
esta diferencia.

En el protocolo de construccion 1  (https://www.geogebra.org/m/gt3ryktw)

consideramos que el protagonismo estd puesto en el conocimiento sobre GeoGebra.
Quien construye debe reconocer la herramienta Rotacion (que se aloja en la caja de
herramientas Transformaciones en el plano) asi como tener experiencia en el trabajo
con deslizadores y en su utilizacion para realizar animaciones de objetos. El uso de
deslizadores requiere reconocer que ciertos elementos de la construccion pueden o
deben considerarse variables, asi como poner en juego conocimientos matematicos para
entender qué efectos tienen estas variaciones en la construccion. En nuestro problema,
para realizar la animacion del movimiento del cuadrado, es necesario definir el &ngulo
de la rotacion con un deslizador.

En el protocolo de construccion 2 (https://www.geogebra.org/m/vhaxpb2g),

consideramos que el protagonismo esta puesto en conocimientos geométricos. Quien
construye debe reconocer que cuando un cuadrado rota utilizando como centro de
rotacion su propio centro (interseccion de las diagonales), los cuatro vértices describen
una misma trayectoria circular. Al identificar esta propiedad es posible comenzar la

construccion del modelo a partir de una circunferencia y luego construir un cuadrado
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inscrito en ella, utilizando un punto libre sobre la circunferencia (Punto en objeto); el
movimiento de este punto alrededor de la circunferencia les permitira rotar el cuadrado.
La construccion de un cuadrado de lado 1 inscrito en la circunferencia requiere
considerar que el radio de la misma no es arbitrario, es decir, es necesario poner en
juego que las diagonales del cuadrado son dos didmetros perpendiculares de la
circunferencia.

El modelo final que los distintos grupos de estudiantes obtuvieron, luego de varias
exploraciones, fue el resultado de una secuencia de pasos similar al protocolo de
construccion 2 que anticipamos. El comando Rastro y herramientas tales como
segmento, segmento dada su longitud, punto medio o centro, recta, mediatriz, bisectriz,
tangente, perpendicular, circunferencia, angulo, distancia o longitud y area han sido los
contenidos de estas exploraciones tanto geométricas como sobre el software (detallamos
en Natale y Papini, 2019).

Caracterizacion del lugar geométrico

Luego de obtener un modelo del problema, los alumnos encuentran que el giro del
segmento determina un “anillo” (o en principio observan, gracias a la animacion, que el
rastro del segmento que rota queda dentro de un anillo. Ver Figura I) y se plantea la
tarea de caracterizar esa region como “lugar geométrico”. En un primer momento los
observamos con mucha incertidumbre, se preguntaban en voz alta: “;Caracterizar el
lugar geométrico qué seria? ¢Caracterizar lo que queda pintado? ;O con decir que queda
una corona ya esta?” Interpretamos que esta dificultad estéd relacionada con el hecho de
que en las experiencias de trabajo previas no habian tenido que reflexionar sobre cuales
son las condiciones que debe cumplir un lugar geométrico, tampoco tenian experiencia
en construir una definicion de un objeto geométrico que no es de los mas utilizados
habitualmente. En el parrafo que sigue nos detenemos a reflexionar sobre la idea de

lugar geométrico.
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Figura I: Imagen en Ggb del lugar geométrico generado por un lado del cuadrado que rota.

El concepto de lugar geométrico es tan antiguo como la propia geometria y se utiliza
para definir elementos basicos de la misma, tales como mediatriz de un segmento,
bisectriz de un angulo, circunferencia de centro O y radio r, entre otros tantos, pero
también para definir curvas o regiones mas complejas que surgen de transformaciones
realizadas a ciertos objetos predeterminados. Consideramos al lugar geométrico como el
conjunto de todos los puntos del plano que cumplen una condicion determinada o un
conjunto de condiciones. Estas condiciones deben ser minimas en el sentido de ser las
necesarias y suficientes para poder determinar si un punto pertenece o no al lugar
geomeétrico.
Las primeras caracterizaciones que estos estudiantes construyeron del lugar geométrico
fueron las siguientes:

“queda este anillo” (haciendo referencia a lo que se veia en la pantalla)

“un circulo al que le sacds otro circulo que tiene el mismo centro y radio menor”

“me queda un anillo formado por dos circunferencias, una inscrita y otra

circunscrita al cuadrado”
Estas primeras versiones se enriquecieron y complejizaron con los posteriores
intercambios de ideas entre los pequefios grupos de trabajo. Por ejemplo, los alumnos
avanzaron hacia una caracterizacion del lugar geométrico como “...un anillo que se
forma cuando a un circulo mas grande con centro en las intersecciones de las
diagonales del cuadrado, le sacamos un circulo con el mismo centro y radio mas chico.

El circulo de radio mayor es el que circunscribe al cuadrado y el de radio menor es el
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circulo inscrito en el cuadrado.” También determinaron el valor de cada uno de los
radios y el area de la corona.

Las intervenciones del docente, en una dinamica de discusion colectiva, resultaron
claves para que la clase pueda avanzar hacia la elaboracion de argumentos geomeétricos
que respondan, por ejemplo, a las siguientes preguntas: ¢Por qué el lugar geométrico
queda limitado por dos circunferencias con centro en el centro del cuadrado y radios

v2/2y 1/2? ¢Todo punto perteneciente a la zona limitada por las dos circunferencias

es parte del lugar geométrico? Es decir ;La region limitada por las dos circunferencias
se cubre por completo? ¢Por qué?

Revisando este recorrido podemos interpretar que las primeras “definiciones” estan muy
asociadas a la accion y a la ostension, este proceso nos invita a considerarlas cercanas a
la idea de pruebas pragmaticas de Balacheff (2000). Por eso resaltamos con negrita en
las primeras caracterizaciones algunos términos que nos remiten a aspectos observables
o relacionados con el hacer (“este” anillo, “le sacas” otro circulo, “formado por dos
circunferencias”). Podemos pensar que, en un principio, los estudiantes se conforman
con una respuesta mas pragmatica: la observacion en pantalla de la figura que determina
la rotacion del segmento, y pierden de vista u olvidan caracterizarla como lugar
geométrico. También podemos considerar que es la primera vez que se les pide una
tarea de este tipo: producir una caracterizacion de un objeto geométrico con esta forma
de definicion especifica. Es una tarea problematica interesante que implica explicitar
condiciones que involucran propiedades geométricas y, posiblemente, también otencie
la elaboracion de argumentos o pruebas intelectuales que validen las afirmaciones
(también en términos de Balacheff, 2000). Se trata de promover un proceso de
descontextualizacion y de generalizacion que incluye conocimientos sobre como la
Matemética comunica y define sus objetos. Y también recurriendo al mismo autor
podemos pensar que el pasaje de pruebas pragmaticas a intelectuales es un proceso que
implica conocimientos matematicos, su formulacién y la racionalidad propia de la
validacion matematica. No es un proceso espontaneo, la intervencion del docente es
imprescindible por ejemplo para poner en el centro de la reflexion si estas
caracterizaciones son suficientes o si el anillo estd “correctamente” definido, qué
implica estar “correctamente definido”, si hay mdas de una manera de definirlo Y,

posiblemente, es la primera vez que se hacen estas preguntas. Los conocimientos
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matematicos alrededor de “definir” son inherentes a la propia ciencia y esta puede ser
una buena oportunidad para abordarlos o al menos hacer un acercamiento a ellos.

Por ejemplo, una de las primeras participaciones fue de una alumna que propone una
estrategia de razonamiento por el absurdo que consiste en suponer que el punto de
tangencia (entre la circunferencia y el cuadrado) no es el punto medio del lado del
cuadrado, sino otro punto y luego analizar sus consecuencias. Si bien esto nos muestra
un avance hacia una prueba intelectual, el argumento que propone a continuacion nos
hace pensar en la convivencia con otros argumentos centrados en la accion y dichos en
primera persona del singular: “Si yo lo pongo afuera se va a acercar cada vez mas a la

circunferencia exterior” (ver puntos K y L de la Figura II).

Figura I1: Puntos sobre el lado del cuadrado

Conclusiones

Recuperamos en este Ultimo apartado algunas de nuestras reflexiones como resultados
de este trayecto de investigacion. Como dijimos, las dos tareas que el problema plantea,
“observar” el giro del lado de un cuadrado y caracterizar el lugar geométrico que
describe ese movimiento, resultaron fructiferas en varios sentidos.

En primer lugar, los estudiantes pusieron en juego conocimientos geometricos y sobre el
software GeoGebra que disponian, pero necesitaron iniciar una busqueda de otros
conocimientos para construir un modelo con este software que les permitiera
“visualizar” la figura que describe un lado del cuadrado cuando éste rota alrededor de su

centro. La tarea de “caracterizar el lugar geométrico” representado por el anillo resulto
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productiva en esta clase, invitd a los estudiantes a tomar distancia de aspectos
perceptivos de las representaciones para profundizar en las propiedades geométricas.
Como consecuencia del proceso de resolucion del problema, la idea de “lugar
geométrico” dejé de ser “transparente” y se posiciondé como un objeto de ensefanza y
de aprendizaje. La construccién de una definicion con estas caracteristicas resultd un
aprendizaje nuevo. Este proceso de construccion implica identificar y explicitar
condiciones necesarias y suficientes que requieren de propiedades geométricas para
validarse.

Durante la produccion de esta definicién, los estudiantes trabajaron cuestiones propias y
centrales del quehacer matemético: modelizaron el problema para producir
conocimientos geométricos nuevos para ellos, hicieron conscientes propiedades
geométricas presentes en el modelo para definir matematicamente un objeto geométrico,
argumentaron sobre la validez del modelo y de la propia definicion.

Sabemos que los procesos de validacion propios de la matemética no se dan
habitualmente ni de manera espontanea. La puesta en comun y el debate colectivo, con
la necesaria mediacion del docente, resultaron claves para que la clase pueda avanzar
hacia la produccion de pruebas intelectuales. Discutir aquello que parece “evidente”

puede resultar un “norte” en la conduccion de estos procesos.
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